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Influence of Phonon Drag on the Electromigration in Metals

For the driving force of electromigration on an impurity atom in a metal usually one takes
into consideration only the direct influence of the electrical field and the collisions with electrons.
It is shown that the contribution of the phonon drag to the driving force may in some cases
exceed the contribution of the electrons considerably.

A system of Boltzmann transport equations for the distribution functions of electrons, phonons
and impurity atoms is set up and solved in linear approximation. As a result of the theory the
“effective’”” charge of the impurity atoms — that is that quantity, which is usually obtained by
experimental investigations — can be split up into two additive contributions from electron and
phonon collisions. The effective charge can be expressed through microscopic quantities. The
magnitude of the effective charges agrees rather well with experiment, but not their dependence

on temperature.

Einleitung

Bei der theoretischen Beschreibung des Elektro-
transportes, z.B. durch Huntington [1, 2] oder
Fiks [3], wurde bislang nur der direkte Einflul des
elektrischen Feldes und der EinfluB der sich im
Feld bewegenden Elektronen, der sogenannte Elek-
tronenwind, beriicksichtigt. Dabei ergeben sich bei
einigen Metallen in der effektiven Ladung, die den
Elektrotransport charakterisierende Grofe, be-
trachtliche Diskrepanzen zwischen den experi-
mentellen und den theoretischen Werten [4].

In dieser Arbeit wird nun beim Elektrotransport
von schwach konzentrierten Storstellen, z.B.
Fremdatomen, in einem Metall zusatzlich zu der
direkten Feldkraft und dem Elektronenwind noch
der Einflu der Phononen beriicksichtigt. Die zu-
grunde liegende Idee dabei ist, dal bei einem Stof3
von Elektronen mit den Fremdatomen aufgrund
des sehr Kkleinen Massenverhiltnisses nur sehr
wenig Energie iibertragen wird. Bei einem Stof3
von Phononen mit den Fremdatomen stoen aber
Teilchen fast gleicher Masse zusammen, nidmlich
die Fremdatome und die Gitteratome des Metalls,
und der Energieiibertrag pro StoBl ist wesentlich
groBer als beim Elektron-Fremdatom-Sto. Durch
die Elektron-Phonon-Wechselwirkung ergibt sich
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eine stationare Abweichung von der Phononen-
gleichgewichtsverteilung [5], die bewirkt, daf3
StoBe mit Phononen, die parallel zu den Elektronen
und daher antiparallel zum elektrischen Feld
laufen, héaufiger sind als StoBe mit Phononen, die
antiparallel zu den Elektronen laufen. Aus dieser
Unsymmetrie der Phononenverteilung resultiert
eine Kraft auf die Fremdatome, ahnlich wie bei den
Elektronen. Durch die Beriicksichtigung des Pho-
nonenwindes konnen die experimentellen Werte der
effektiven Ladung sehr viel besser erkliart werden.
AuBlerdem erhilt man im Falle vernachlassigbarer
Phononenwechselwirkung  die =~ Huntingtonsche
Form der effektiven Ladung bis auf einen Zahlen-
faktor der GroBenordnung eins.

Die Elektronen, Phononen und Fremdatome
werden als ein System von wechselwirkenden
Teilchen aufgefasst. Dieses System wird durch drei
itber die gegenseitige Wechselwirkung gekoppelte
Transportgleichungen bestimmt; hier wird die
klassische Boltzmannsche Transporttheorie be-
nutzt. Die Anwendung der Boltzmannschen Trans-
portgleichung auf Elektronen und Phononen ist
unkritisch [5, 6]; dagegen ist die Benutzung der
Boltzmannschen Transportgleichung fiir die Fremd-
atome, die sich in einem gitterperiodischem Poten-
tial befinden, kritisch zu betrachten. Bei kleinen
Energien konnen die Fremdatome nur um die
Gleichgewichtslage schwingen und erst bei einer
hoheren Energie sich in einer Art Hiipfprozel3 fort-
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bewegen. Es wird nun angenommen, daB sich die
Fremdatome oberhalb einer Potentialschwelle na-
herungsweise frei bewegen konnen. Fiir diese Teil-
chen wird eine Boltzmannsche Transportgleichung
angesetzt, obwohl die Potentialinderung iiber eine
freie Weglange nicht unbedingt klein ist. Da aber
fir den Elektrotransport nur Fremdatome mit
geniigend hoher Energie betrachtet werden, spielt
die Potentialform nur eine geringe Rolle, im wesent-
lichen geht die Hohe der Potentialschwelle in das
Ergebnis ein.

Betrachtet man den Elektrotransport in einem
homogenen Metall ohne einen Temperaturgradien-
ten, was den experimentellen Aufbauten entspricht,
so sind die Verteilungsfunktionen und die Hamilton-
Funktionen der Elektronen und Phononen unab-
hangig vom Ort r. Das System der Transport-
gleichungen hat im stationiren Zustand dann
folgende Gestalt:

of (k
{Hz1(k), {(K)} = fa(t) ,
StoBe
0
Hn@ 0@} =2
StoBe
3s(p,
{Hn@JLMArnz—ﬂgr) . (1)
StoBe

Dabei ist f(k) die Elektron-, g(q) die Phonon-
und s(p, r) die Fremdatomverteilung. Die Vertei-
lungsfunktionen geben hier die Wahrscheinlichkeit
an, ein Teilchen im Phasenraumvolumen h3 anzu-
treffen. k, g und p sind die Wellenzahlvektoren der
Elektronen, Phononen und Fremdatome (p=
Mwv[k, M Fremdatommasse, v Geschwindigkeit).
Hy) (k) ist die Hamiltonfunktion der Elektronen,
Hpn(q) die der Phononen und Hpy(p, r) die der
Fremdatome.

In den StoBtermen werden die Selbstwechsel-
wirkungen jeweils vernachlassigt. Bei der Elektron-
Phonon-Wechselwirkung wird der iiblichen An-
nahme gefolgt, daB nur longitudinale Phononen an
die Elektronen ankoppeln. Die Wechselwirkung
wird in zweiter Quantisierung nach Bardeen [7]
beschrieben, die Phonon-Fremdatom-Wechselwir-
kung wird ebenfalls in zweiter Quantisierung im
Grenzfall langer Wellenlingen (Rayleigh-Streuung)
behandelt [8, 9, 10]. Der Elektron-Fremdatom-
StoB wird naherungsweise durch den StoB harter
Kugeln beschrieben, wobei der Wirkungsquerschnitt
durch den Restwiderstand des Metalls durch die
Fremdatome bestimmt wird.

Bei hohen Temperaturen (7> Tp Debye-Tem-
peratur) ist der EinfluB der Fremdatome auf die
Elektronen und Phononen vernachlassigbar. In
diesem Fall entkoppeln die Transportgleichungen
der Elektronen und Phononen von der fiir die
Fremdatome. Das Problem der wechselwirkenden
Elektronen und Phononen in einem elektrischen
Feld ist bereits gelost [5]. Das Problem des Elektro-
transportes reduziert sich damit auf die Losung der
Fremdatomtransportgleichung, in die die Vertei-
lungen der Elektronen und Phononen eingesetzt
werden, ohne daB die Fremdatome auf die Elek-
tronen und Phononen einen wesentlichen Einflull
nehmen.

Losung der Fremdatomtransportgleichung

Da die Selbstwechselwirkung der Fremdatome
aufgrund ihrer schwachen Konzentration vernach-
lassigt werden kann, setzt sich das StoBintegral der
Fremdatomtransportgleichung additiv aus zwei
Termen zusammen ; einem, der die Wechselwirkung
mit den Elektronen beschreibt, und einem, der den
EinfluB der Phononen beriicksichtigt. Das StoB-
integral hat folgende allgemeine Form:
os(p, )

ot StoBe
= > {Wer(p'—p) — Wer(p—p')}
k

+ > {Wer(p’'—>p) — Wer(p—>p')}. (2)
9

Fiir die Wellenzahlvektoren p, k und q gelten bei
elementaren Sto8en folgende Relationen:

pP+kK=p+k, pPP=p+tq+6G. (3)

Dabei ist G ein beliebiger reziproker Gitter-
vektor. Im folgenden werden immer nur Normal-
prozesse betrachtet, d.h. G=0. Der Ansatz in
Gl. (2) ist wohlbekannt, genauso wie die Berech-
nung der Gewinn- und Verlustraten in (2) unter
Benutzung der Diracschen ,,goldenen Regel*“ fiir
die Ubergangswahrscheinlichkeit. Betrachtet man
die Fremdatome als klassische Boltzmann-Teilchen,
was bei den fiir den Elektrotransport bendtigten
hohen Temperaturen sicher moglich ist, so ergibt
sich fiir den Elektron-Fremdatom-Anteil am StoB-
integral [11]:
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788 (p, )
ot

=) [

{s(p’, ) f(K) (1 — f(k

m ist der Betrag der effektiven Elektronenmasse.
Der StoBprozess wurde durch den StoB harter
Kugeln beschrieben, da die Abschirmung der
Fremdatome durch die Leitungselektronen be-
wirkt, daB sich die Fremdatome nédherungsweise
wie geometrische Hindernisse verhalten. Der Wir-
kungsquerschnitt wird dann durch (5) vom Rest-
widerstand gr des Metalls durch die Fremdatome
bestimmt:

Nee?

Py (5)

OEF =

ne ist die Dichte der Leistungselektronen, ng die
Dichte der Fremdatome, e die Ladung des Elek-
trons und ky die Wellenzahl der Elektronen an der
Fermi-Kante.

Der Phonon-Fremdatom-Anteil des Stol3termes
setzt sich aus vier einzelnen Prozessen zusammen,
an denen jeweils nur ein Phonon beteiligt ist. Diese
vier einzig moglichen Einphonenprozesse sind:

Absorption von g mit p'=p — q,
Absorption von g mit p'=p + q,

Emission von g mit p

'=p+gq,

Emission vongmit p'=p —gq.

Fir den Phonon-Fremdatom-Anteil am StoB-
integral ergibt sich damit analog zum Elektron-
Phonon-StoBterm [5]:

os(p,r) |F
5 &—Egg——ﬂﬂ ral®
'{6(8p—q—8p+hwq)s(P—q:r)g(q) (6)
- 5(5p+q— &p — hwq)s(P’ r)g(q)

+ 0(eprg—ep—Rwg)s(p+q,r)(1+9(q)

- 6(£p—q - SP + hwq) 8(P> r) (1 + g(‘]))}d3q

Dabei ist 2 das Volumen einer Elementarzelle,
| M7, |2 das Matrixelement der Ubergangswahr-
scheinlichkeit fir den Phonon-Fremdatom-StoB-
prozess, ¢(p) = ¢, die Energie der Fremdatome und
hiwg die Phononenenergie.
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) (1 — flK)} dQ2dk3. (4)

Der Driftterm der Transportgleichung hat fol-
gende Gestalt:

h2 pz
{ +V(r)+Zedj(r): (P7r)}:

Drift

V (r) ist das gitterperiodische Potential in dem
sich die Fremdatome befinden, Z die Ladung, die
das Fremdatom hat, und @(r) das Potential des
elektrischen Feldes E.

Zur Losung dieser Transportgleichung wird an-
genommen, dafl das duBere elektrische Feld E hin-
reichend klein ist. Dann konnen die Verteilungs-
funktionen um die Gleichgewichtsverteilung ohne
Feld herum linearisiert werden. Fiir die lineari-
sierten Verteilungsfunktionen f(k), g(q) und s(p, r)
kann man folgenden Ansatz machen [5]:

1) = folb) — koL Pty
9(q) =90(q) + 2z ¥(9) .
s(p,r)=so(p,r) (1 + pz A(p)) (8)

mit folgenden Gleichgewichtsverteilungen

fo(k) = (exp{(e — er)/ks T} — 1)71,
go(q) = (exp{(hwe/kp T} + 1)71,
so(p,r) = F(hz/QanBT)3/2 (9)
_exp(—(’2p?2 M+ V (r))/ks T)
“‘f exp(— ks T)d3r
2

Dabei hingen die Gleichgewichtsverteilungen und
die Abweichungen I'(k), ¥(gq) und A(p) der ein-
zelnen Teilchenarten nur vom Betrag der jeweiligen
Wellenzahlvektoren ab. Das Koordinatensystem
wird so gelegt, dal die x-Achse mit der Richtung
des elektrischen Feldes zusammenfillt, d.h. E=
E e;. Die Abweichungen I'(k) und ¥(q) der Elek-
tronen und Phononen vom Gleichgewicht sind be-
kannt [5] und koénnen in das StoBintegral der
Fremdatome eingesetzt werden. Die Linearisierung
des StoBterms ist unproblematisch, dagegen ist die
Linearisierung des Driftterms nicht so einfach, da
die Hamilton-Funktion der Fremdatome iiber das
gitterperiodische Potential V (r) vom Ort abhéngt.
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Wenn das elektrische Feld als kleine Stérung in der
Hamilton-Funktion angesehen wird, kann man den
Driftterm wie folgt schreiben (H; kleine Stérung
der Hamilton-Funktion durch das elektrische Feld,
s1 entsprechende kleine Stérung der Verteilungs-
funktion):

ds(p,r)
ot Drift

= {Ho, so} + {Ho, 51}
+ {H1,s0} + {H1,s1}. (10

Der erste Term in (10) verschwindet aufgrund der
Gleichgewichtsbedingung, der letzte Term ist von
zweiter Ordnung in den kleinen Gréfen H; und s;
und wird deshalb vernachlassigt. Fiir hohe Tempe-
raturen kann man einen Relaxationszeitansatz
machen; 7 — die Relaxationszeit — setzt sich aus
der Relaxationszeit fiir die Elektron-Fremdatom
und die Phonon-Fremdatom-Wechselwirkung zu-
sammen. Fiir die kleine Abweichung von der Gleich-
gewichtsverteilung kann man s;=7tr¢p ansetzen;

ZeEh
Wi T PSP =

Eaen UM

[(pz+g2) A

I:zlz{‘s(equ_

(|p+ q|)so(|p+ q|)golq) —
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es gilt dann:

§— 38
{H1:80}+TF{H05¢}=_ B

=—¢ (11)

TF

Fiir sehr kleine Relaxationszeiten 7y kann man
den zweiten Term auf der linken Seite von (11) ge-
gen den ersten vernachldssigen. Da 7, wie man
leicht zeigen kann, von der GréBenordnung 10-12s
ist, kann in der weiteren Rechnung der zweite Term
in (11) vernachlassigt werden. Der linearisierte
Driftterm lautet nun:

As(p, r) |i» ZeE 0sy
ot Drift ko Ops
ZeBhps
= MinT So(p, ). (12)

Damit erst ist der linearisierte Ansatz aus (8c)
eine Losung des Drifttermes der Fremdatomtrans-
portgleichung. Die linearisierte Transportgleichung
fiir die Fremdatome hat damit die folgende Form:

ep +hwg)
A(p)so(p) (1 + g0(q))

—qz P () (so(|p+ q|) — 50(P))] + 0(eprq — &p — Fiwy)
-[(pz+qx)/1(|p+ql)So(Ip-I—ql)(l+go(q))—px/1(p)80(p)go(q)
+ 9z ¥(9) (so(| p + q]|) — s0(p))]} d3g}
h"“ { k— p) {Sok o pay — iy
16n2m M z L
ofo ofo

sok,—l“(k' l—fo)—Sokz a —I'(k)fo

, 0
+ so ks f

— pz A(P) sofo(l — fé)}sz d3k} :

(so und fo sind die Abkiirzungen fiir so(p) bzw.
fo(p); die gestrichenen Verteilungsfunktionen gelten
nach dem StoBprozeB. Ihre Argumente p’ und &’
miissen mit Hilfe des Impuls- und Energiesatzes
auf p und £ zuriickgefithrt werden.)

Nun entwickelt man die Abweichung A (p) nach
Taylor und bricht nach dem ersten Glied ab; dies
ist moglich, da die iibertragene Energie gegen die
Fremdatomenergie ¢, klein ist. Dadurch ergibt sich
eine lineare inhomogene Differentialgleichung fiir
A(p). Setzt man fir die Phononen eine lineare

A(p') sofo(1 — fo)

(13)

Dispersionsrelation der Form wg=c; ¢ an und be-
nutzt fiir das Kopplungsmatrixelement den Grenz-
fall langer Wellenlingen (Rayleigh-Streuung) [8, 9,
10], so kann man die Verteilungsfunktion voll-
standig berechnen.

- s PEBT (o |t
| Masal® = V2 Mytetan @4 (w_n>
1 (AM 1 [ Af Aa\?
'(E(ﬂz) tx(F-od)
= PS2pi. (14)
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In (14) ist a die Gitterkonstante, wp die Debye-
Frequenz, M die Masse der Gitteratome, AM die
Massenénderung durch das Fremdatom AM = Mg
— M, f die Kraftkonstante der Bindung, Af die
Anderung der Kraftkonstanten, Aa die Anderung
der Gitterkonstanten, @ ein Zahlenfaktor der GroBe
8.4, v die Griineisen-Konstante und K die Koordi-
nationszahl des Gitters.
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Aus der Verteilungsfunktion kann nun der Strom
der Fremdatome berechnet werden. Bei der Inte-
gration iiber die Wellenzahl mufl beachtet werden,
daB zum Strom nur Teilchen beitragen, deren
kinetische Energie iiber der Potentialschwelle Vg
des Potentials V(r) liegt (Vo ist eine Anregungs-
energie fiir die Bewegung). Fiir den iiber eine Ele-
mentarzelle gemittelten Strom ergibt sich:

o 25 kpT)

AR nRATI\L T ) VolksT
je= 3 VIRE s paor g oxp(— VolknT).
64 Mett e 1A 8%!2 7 kBT)

{(97;4 eI D \' T8 e ) 2

Mat

metr ist die effektive Elektronenmasse, mest/m
gibt an, ob es sich um Elektronen- oder Locher-
leitung handelt (+4-1 bei Elektronen-, —1 bei
Locherleitung), D ist das Bardeeensche Matrix-
element der Elektron-Phonon-Kopplung [5, 7].

Die effektive Ladung der Fremdatome durch die
Kopplung an die Elektronen und Phononen wird

z" = 28 4 238 — 7,

3/2
Mim 207 | EE il
m VM/m DclkBT R= wD( Vo) (15+ 8 V()

307 kT )} (15)

durch das Verhéltnis des Stromes aus (15) zu einem
Strom, der von einem einfach geladenen Fremd-
atom ohne Wechselwirkung hervorgerufen wird,
definiert. Die effektive Ladung besteht aus der
elektrischen Ladung des Fremdatoms, dem Anteil
der Elektronen- und der Phononenstreuung; sie hat
folgende Gestalt:

64  merr __ cag)? 7 kgT
eff __ il R
El = g4 B2 5D Py &
40 merr h(kpT)V2M S2w) - - 307 kgT
eff == 92 i
ZPh 1373 m DnMetau C1 V3/2 V n/m 1 + 120 V (16)

Im Fall vernachlassigbarer Phononwechselwir-
kung verschwindet ¥(¢g) und auch Z§T. Fiir die
Elektronenabweichung I'(k) setzt man die bekannte
Bethe-Sommerfeld Formel [12] ein, so daB Z$T
dann wie folgt aussieht:

T OF ne meﬂ

Ze
~ 3 QenF M

(17)

Dies ist bis auf den Faktor /3 genau die Hun-
tingtonsche Formel fiir die effektive Ladung [1, 2].

Diskussion

Die Richtung des Elektrotransportes ist, solange
die elektrische Ladung Z der Fremdatome nicht zu
groB ist, immer parallel zur Bewegung der Ladungs-

trager, genau wie es sich experimentell bestétigt
hat. Bei Elektronenleitung bewegen sich die Fremd-
atome trotz ihrer positiven Ladung entgegen der
Feldrichtung zur Anode. Der Elektronenanteil an
der effektiven Ladung ist umgekehrt proportional
zur Temperatur und unabhéangig von der Masse der
Fremdatome, genau wie in der Huntingtonschen
Theorie. Als entscheidende GroBen gehen der Wir-
kungsquerschnitt der Elektron-Fremdatom-Streu-
ung, das Bardeensche Matrixelement der Elektron-
Phonon-Kopplung, die Schallgeschwindigkeit der
longitudinalen Phononen, die Gitterkonstante des
Grundmetalls, die effektive Masse der Elektronen
und die Fermi-Energie des Matrixmetalls ein.

Z%¥ ist durch den EinfluB der Phononen auf die
Elektronen etwas kleiner als in der Huntington-
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schen Theorie. Der Phononenanteil Z§T ist pro-
portional zur Wurzel der Temperatur, die Debye-
Temperatur geht quadratisch in Z§f ein, auBer-
dem héngt sie von der Masse der Fremdatome, der
Anregungsenergie Vo, dem Bardeenschen Matrix-
element D, der effektiven Elektronenmasse, der
Fermi-Energie und der Dichte des Metalls ab.

Ein Vergleich der in (16) berechneten effektiven
Ladung mit den experimentell ermittelten [4, 13,
14, 15, 16] ergibt eine Abweichung von maximal
dreizehn Prozent. Diese Abweichung liegt inner-
halb der MeBfehler von ungefahr zwanzig Prozent
[13].

Bei den Stoffen handelt es sich sowohl um den
Elektrotransport von Fremdatomen mit grofen
effektiven Ladungen als auch mit kleinen. Bei allen
liegt die relative Abweichung der nach (16) be-
rechneten und der experimentell ermittelten effek-
tiven Ladung innerhalb der Fehlergrenzen. Aus
Tab. 1 ersieht man, dal der Anteil des Elektronen-
windes sich relativ wenig dndert; Z$T liegt fiir alle
metallischen Fremdatome in der Groéfenordnung
von einigen Elektronenladungen. Der Anteil des
Phononenwindes variiert sehr stark sowohl mit den
wandernden Fremdatomen als auch mit dem
Matrixmetall, der Wertebereich von Z‘*h geht von
1 bei Kadmium in Silber bis 515 bei Antimon in
Kupfer. Die Anderung von Z§f bei verschiedenen
Fremdatomen innerhalb eines Matnxmetalls wird
im wesentlichen durch den Massenunterschied der
einzelnen Fremdatome bewirkt, da im Kopplungs-
parameter S2 im allgemeinen der Faktor mit dem
Massenunterschied iiberwiegt. Nur bei sehr kleinen
Massenunterschieden zwischen den Fremdatomen
und den Matrixatomen spielen die Anderung der
Kopplungskonstanten und der Gitterkonstanten

Tab. 1. Vergleich von Zgg,, Zeft, Ze und Zerf

T[K] zdL, zett  zgl  Zgl  relative

Abw.

Sb in Cu 868 564 532 515 23 0.129
SninCu 1058 418 475 461 15 —0.056
Fe in Cu 1323 40 41 23 20 —0.026
Cdin Ag 1123 22 21 1 22 0.045
Sb in Ag 1173 92 85 51 39 0.076
Sb in Au 1282 140 141 128 18 —0.007
Zn in Al 773 16 15 11 6 0.063

(mikroskopische Daten fiir Gl. (16) aus [17, 18, 19]).
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Abb. 1. Temperaturabhang1§ke1t der effektiven Ladung

von Antimon in Kupfer Zexp schematische Darstellung).

eine Rolle, gleichzeitig wird Z$I sehr klein (Cd112 in
Agl08 mit Z§T =1). Die Unterschiede zwischen
den Grundmetallen werden durch die unterschied-
lichen mikroskopischen Gréfen, wie Debye-Tem-
peratur, Gitterkonstante oder Fermi-Energie, der
Grundmetalle bewirkt.

Aus Gl. (16) ergibt sich fiir den Phononenanteil
an Z°% ein Anstieg mit der Wurzel der Temperatur,
experimentell zeigt sich aber bei einigen Metallen,
in denen der Elektrotransport durch die Phononen
bestimmt wird, z.B. Zinn und Antimon in Kupfer,
ein deutliches Maximum [13]. Bei anderen fallt die
effektive Ladung mit der Temperatur ab. Diese
falsche Temperaturabhéngigkeit ist noch ein grofler
Nachteil der hier dargestellten Theorie.

Um dieses experimentelle Ergebnis theoretisch
deuten zu konnen, miissen noch weitere Unter-
suchungen angestellt werden. Doch zeigt diese
Arbeit, daBl der Einflul der Phononenmitfithrung
auf den Elektrotransport in einigen Metallen von
entscheidender Bedeutung ist. Auch quantitativ
ergeben sich fiir die effektiven Ladungen innerhalb
der Fehlergrenzen die experimentellen Werte, auch
wenn die Temperaturabhéngigkeit noch nicht
richtig wiedergegeben wird.
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